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Aufgabe 17: Die Green’schen Funktionen der Klein-Gordon-Gleichung (8+4+2)

Es gibt einige haufig in der Literatur verwendete Green’sche Funktionen G(z) = G(Z,t)
der Klein-Gordon-Gleichung. Sie erfiillen die inhomogene Gleichung

(O +m?) G(z) = (). (58)

Um die Losung G eindeutig zu bestimmen, ben6tigt man zusétzlich noch die Anfangswerte
fir G(z) und 9yG(x) zur Zeit t = 0.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Fouriertransformierten von G(x) und §(z), dass die Losung
von im Allgemeinen die Form

) = — /(d‘*k exp(—ik - z) (59)

2m)4 k2 —m?

hat, wobei die Integration iiber den ganzen k-Raum und iiber einen beliebigen Integrati-
onsweg von ky = —oo0 bis kg = 400 in der komplexen ky-Ebene, allerdings unter Umgehung

der Pole ky = tw;, = + k2 + m?2 erfolgt. Um die kg-Integration auszufithren, muss man
diese abspalten. Schreiben Sie daher (59) auf folgenden Ausdruck fir G(x) um:

_ d3_k:€;f o — exp (—ikot)
G(z) = / pa ; /oo by s ) (60)

Bevor Sie weiterrechnen, ein paar Anmerkungen: Unterschiedliche Integrationswege ent-
sprechen nun unterschiedlichen Green’schen Funktionen. Man erhélt

e die retardierte Green’sche Funktion Gg(x), wenn der Integrationsweg in der ky-Ebene
oberhalb der beiden Pole ky = +w;, verlduft;

e die avancierte Green’sche Funktion G'a(z), wenn der Integrationsweg unterhalb der
beiden Pole verlauft;

e die kausale oder Feynman’sche Green’sche Funktion G, wenn der Integrationsweg
unterhalb des Pols kg = —w;, und oberhalb des Pols kg = +wj;, verlauft.

Auflerdem kann man noch Green’sche Funktionen der Form (59)) einfithren, bei denen der
Integrationsweg nicht von kg = —oo bis kg = 400 verlauft:

e Der Positiv-Frequenz-Anteil G (z) und der Negativ-Frequenz-Anteil G (z), wobei
gegen den Uhrzeigersinn um den Pol ky = +wy bzw. ky = —wj, herum integriert wird.

e Die Pauli-Jordan-Funktion é(x), bei der der Integrationsweg gegen den Uhrzeiger-
sinn um beide Pole herum verléuft.



Fithren Sie nun die ko-Integration, nicht aber die E—Integration, fiir die oben genannten
Falle explizit aus.

Hinweis: Verschieben Sie die Polstellen um =+ie (¢ infinitesimal) in die komplexe Ebene.
Schreiben Sie das obige Integral geeignet um in ein Integral iiber einen geschlossen Weg
und verwenden Sie dann den Residuensatz.

(b) Leiten Sie anhand der Ergebnisse aus Teil (a) folgende Relationen her:
G=Gxr—Gr, Gr=-00G, Gr=0-tG, G=GD4+a"

(61)
Gy =Gr+ G =Gy — G = —9(t)GP + 0(—1)G..
Zeigen Sie auflerdem, dass
(O+m?) Glr) = (O +m?) GH(2) = (O +m?) GO) = 0 (62)

gilt.

(c) Bestimmen Sie den Zusammenhang zwischen den Green’schen Funktionen G G-
Gp und G und der in der Vorlesung eingefiihrten kausalen Distribution Ag(x). Welcher
Zusammenhang besteht zwischen den hier betrachteten Green’schen Funktionen und dem
Propagator Dg(x) (siehe spéter in der Vorlesung)

) exp{—ikx ) o
Dp(z) = —i /(gj;])z R Ii{w% n 2}6 : ¢ infinitesimal 7 (63)

Aufgabe 18: (3 + 3)

Die L(jsungen der komplexen Klein-Gordon-Gleichung lauten

B(z) = / [f(@) alp) + £2(2) b () und¢*<x>:/ [F2(@) at(p) + () b))}

(64)
wobei die Energie durch E, = 1/p? + m? und die Entwicklungskoeffizienten durch fz(x) =
(2m)3/2 exp(—ip . .7:) gegeben sind. Ziel dieser Aufgabe ist es, a(p) und a'(p) (b(p) und
bi(p)) als die Auf- und Absteigeoperatoren von Teilchen (Antiteilchen) zu identifizieren.

(a) Dazu berechnen Sie mithilfe des erhaltenen Stroms J# aus Aufgabe 11 d) die erhaltene
Ladung @

Q: / a(p) — B (p)b(p)] (65)

Wie kann man nun zeigen, dass a't)(p) und b (p) Teilchen mit entgegengesetzten Ladungen
zuzuordnen sind?

(b) Bonusaufgabe: Leiten Sie die analoge Gleichung fiir H (siche Aufgabe 12 ¢)) her:
1= [ G, ) at) + V) (66

Interpretieren Sie das Ergebnis.



