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Aufgabe 14: (2 + 3)

Betrachten Sie die Lagrangedichte L von nicht-wechselwirkenden komplexen Skalarfeldern
φi(x), (i = 1, 2)

L = ∂µφ
∗
i∂

µφi −m2φ∗iφi , (49)

wobei hier und im Folgenden die Einstein’sche Summenkonvention verwendet wird.

(a) Zeigen Sie, dass L invariant unter globalen SU(2) Transformationen

δφi(x) = −iαa T aij φj(x) , [T a, T b] = iεabcT c , αa ∈ R , a = 1, 2, 3 (50)

ist. Nutzen Sie dabei aus, dass die Generatoren T a hermitesch sind.

(b) Berechnen Sie nun die Bewegungsgleichungen und den zugehörigen Noetherstrom.

Aufgabe 15: (2 + 2)

Die Entwicklung des Feldoperators für das (reelle) Klein-Gordon-Feld nach ebenen Wellen
lautet

Φ(x) =

∫
d3p

2Ep

(
f~p(x) a(~p) + f ∗~p (x) a†(~p)

)
, (51)

wobei die Energie durch Ep =
√
~p2 +m2 und die Entwicklungskoeffizienten durch f~p(x) =

(2π)−3/2 exp
(
−ip · x

)
gegeben sind.

(a) Zeigen Sie, dass die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit Hilfe folgender For-
meln berechnet werden können:

a(~p) = i

∫
d3x f ∗~p (x)

←→
∂0 Φ(x) ,

a†(~p) = −i
∫

d3x f~p(x)
←→
∂0 Φ(x) .

(52)

(b) Überprüfen Sie, dass a(~p) und a†(~p) zeitunabhängig sind, indem Sie die zeitliche Ab-
leitung von a(~p) und a†(~p) berechnen.
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Aufgabe 16: (3+2)

Die Vertauschungsrelationen für das reelle Klein-Gordon-Feld lauten (siehe Vorlesung)

[Φ̂(~x, t), Π̂(~x ′, t)] = iδ(~x− ~x ′) ,
[Φ̂(~x, t), Φ̂(~x ′, t)] = [Π̂(~x, t), Π̂(~x ′, t)] = 0 ,

(53)

wobei Π̂ = ∂L/∂(∂0Φ). Diese Vertauschungsrelationen sind nur für t = t′ postuliert. Die
entsprechenden Relationen zu verschiedenen Zeiten folgen aus der zeitlichen Entwicklung
des Systems, die durch den Hamiltonian Ĥ beschrieben wird. Dieser wurde in Aufgabe 12
(Gleichung (47)) definiert und bereits berechnet.

(a) Zeigen Sie, dass Φ̂(x) und Π̂(x) die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen, d.h.

[Ĥ, Φ̂(x)] = −i∂0Φ̂(x) , [Ĥ, Π̂(x)] = −i∂0Π̂(x) , (54)

erfüllen. Zeigen Sie außerdem (ebenfalls mithilfe der Definition aus Aufgabe 12), dass[
~̂P, Φ̂(x)

]
= i~∇ Φ̂(x) . (55)

(b) Die Gleichungen (54) und (55) kann man zusammenfassen zu

[P̂ ν , Φ̂(x)] = −i∂νΦ̂(x) . (56)

Zeigen Sie, dass für ein beliebiges Polynom F̂ = F (Φ̂) die analoge Gleichung gilt:

[P̂ ν , F̂ (x)] = −i∂νF̂ (x) . (57)

Notieren Sie bitte die Zeit, die Sie für die Bearbeitung der Aufgaben benötigt haben.
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