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Aufgabe 6b: (12)

Zeigen Sie, dass der Wechselwirkungsanteil des Hamiltonoperators HWW für ein System
von N Fermionen mit Paarwechselwirkung

HWW =
1

2

N∑
i,j=1, i 6=j

V (xi, xj) (20)

in der Besetzungszahldarstellung die Form

HWW =
1

2

∞∑
i,j,k,l=0

a†ia
†
jakal 〈i, j|V |l, k〉 (21)

annimmt, wobei

〈i, j|V |l, k〉 =

∫
d3x

∫
d3x′ ψ∗i (x)ψ∗j (x′)V (x, x′)ψl(x)ψk(x′) . (22)

Beachten Sie die Reihenfolge der Indizes in Gleichung (21). Die ψk(x) bilden einen vollständi-
gen Satz von orthonormierten Wellenfunktionen für die 1-Teilchenzustände |k〉. Als Ba-
sis für den N -Teilchen-Hilbertraum der Fermionen können dann die antisymmetrisierten
Zustände

|c〉 =
∑
P

σ (P ) |cP1 . . . cPN
〉 (23)

gewählt werden, wobei c = (c1, . . . , cN) und (P1, . . . , PN) eine Permutation der Teilchenin-
dizes (1, . . . , N) ist.

Gehen Sie dazu folgendermaßen vor:

In der Ortsdarstellung (20) findet man für die Matrixelemente in den Zuständen (23)
folgendes Ergebnis:

Fall a) die Indizes in b (definiert analog zu c) und c stimmen alle überein, d.h. b = c:

〈b|HWW |c〉 =
1

2

N∑
i,j=1

(〈bibj|V |bibj〉 − 〈bibj|V |bjbi〉) ; (24)

Fall b) die Indizes in b und c stimmen bis auf ein Paar überein, d.h. es gibt ein bk ∈ b und
ein cl ∈ c mit bk 6= cl und bj = cj für j 6= k, l:

〈b|HWW |c〉 =
N∑
i=1

(〈bibk|V |bicl〉 − 〈bibk|V |clbi〉) ; (25)



Fall c) die Indizes in b und c stimmen bis auf zwei Paare überein, d.h. es gibt ein Paar
(bk, bk′) ∈ b und (cl, cl′) ∈ c mit (bk, bk′) 6= (cl, cl′) und bj = cj für j 6= k, k′, l, l′:

〈b|HWW |c〉 = 〈bkbk′ |V |clcl′〉 − 〈bkbk′|V |cl′cl〉 . (26)

Führen Sie nun die Berechnung der Matrixelemente 〈b|HWW |c〉 in der Besetzungszahldar-
stellung, Gl. (21), aus und zeigen Sie, dass die Gleichungen (24) - (26) ebenfalls gelten.

Hinweis: Die drei Fälle lassen sich auch mit Hilfe der Teilchenzahloperatoren Nk (siehe
Aufgabe 5) charakterisieren. Zum Beispiel kann man im Fall b) schreiben:

Nbk |b〉 = 1|b〉 , Nbk |c〉 = 0|c〉 ;
Ncl |b〉 = 0|b〉 , Ncl |c〉 = 1|c〉 .

Wie kann man den Zustand |b〉 aus |c〉 erhalten, wenn man die Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren verwendet?

Aufgabe 7: (6)

Die Wirkung der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf bosonische Zustände in der
Besetzungszahldarstellung ist durch

b†k| . . . nk . . . 〉 =
√
nk + 1| . . . nk + 1 . . . 〉 ,

bk| . . . nk . . . 〉 =
√
nk| . . . nk − 1 . . . 〉 (27)

gegeben. Berechnen Sie folgende Kommutatoren:

(a) [bk, b
†
l ] (b) [Nk, bl] , (c) [Nk, b

†
l ] , (d) [N, bl] , (e) [N, b†l ] (28)

mit
Nk = b†kbk , N =

∞∑
k=0

Nk . (29)

(f) Berechnen Sie die Kommutatoren (nicht Antikommutatoren!) aus Aufgaben (b) - (e)
nochmals für fermionische Operatoren. Verwenden Sie dazu die bekannten Antivertau-
schungsregeln für fermionische Erzeuger und Vernichter.

Aufgabe 8: (4)

Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator für ein fermionisches N -Teilchensystem mit 2-
Teilchenwechselwirkung (siehe Vorlesung und Aufgabe 6)

H =
∞∑

k,l=0

h0kla
†
kal +

1

2

∞∑
i,j,k,l=0

vijkla
†
ia
†
jalak (30)

mit dem Teilchenzahloperator

N =
∞∑

m=0

a†mam (31)



vertauscht. Was heißt das physikalisch?
Hinweis: Sie können das Ergebnis von Aufgabe 7(f) verwenden.

Notieren Sie bitte die Zeit, die Sie für die Bearbeitung der Aufgaben benötigt haben.


